第7章   线性离散系统的分析与校正（10学时）

【主要讲授内容】
7.1离散系统的基本概念
7.2信号的采样与保持
7.3 Z变换理论
7.4离散系统的数学模型
7.5离散控制系统的稳定性与稳态误差
7.6离散控制系统的动态性能分析

7.7离散控制系统的数字校正
7.8离散控制系统设计
【重点与难点】
1、重点：
闭环脉冲传递函数的求取以及稳定性分析。
2、难点：

闭环脉冲传递函数的求法。

【教学要求】
1、理解信号的离散化与信号保持器；
2、熟悉运用Z变换定理；
3、会求闭环脉冲传递函数;

4、分析系统的动态性能;
5、掌握离散系统的稳定性的分析方法与会求稳态误差。

【实施方法】
课堂讲授，PPT配合

7.1离散系统的基本概念

在控制系统中，如果所有信号都是时间变量的连续函数，换句话说，这些信号在全部时间上是已知的，则这样的系统称为连续系统；如果控制系统中有一处或几处信号是一串脉冲或数码，即这些信号仅定义在离散时间上，则这样的系统称为离散系统。 

一般来讲，把系统中的离散信号是脉冲序列形式的离散系统，称为采样控制系统或脉冲控制系统；当离散量为数字序列形式时，则称为数字控制系统或计算机控制系统。通常将采样控制系统和数字控制系统，统称离散系统。
7.1.1 离散控制系统 

1.采样控制系统    

一般来讲，把系统中的离散信号是脉冲序列形式的离散系统，称为采样控制系统或脉冲控制系统。
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上图该系统中工业炉是具有时滞特性的惯性环节。检流计有电流流过，指针发生偏转，设转角为β。设计一同步电机通过减速器驱动凸轮旋转，使指针周期性的上下运动，且每隔T秒与电位器接触一次，每次接触时间为τ。其中，T称为采样周期，τ称为采样持续时间。
     当炉温连续变化时，则电位器的输出是一串宽度为τ，周期为T的离散脉冲电压信号，用[image: image1.wmf])
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表示。经过放大器、电动机、减速器去控制炉门角φ的大小，炉温的给定值，由给定电位器给出。
给定电位器与电桥输出的误差信号是连续变化的，但通过指针和旋转凸轮的作用后，电位器的输出却为离散值，这实际上是该系统借助于指针、凸轮这些元部件对连续误差信号进行采样，将连续信号转换成了脉冲序列，凸轮就成了采样器（采样开关）。
2.数字控制系统
数字控制系统就是一种以数字计算机或数字控制器去控制具有连续工作状态的被控对象的闭环控制系统。因此数字控制系统包括工作于离散状态下数字计算机和工作于连续状态下被控对象两大部分。
通常用计算机的内部时钟来设定采样周期，整个系统的信号传递则要求能在一个采样周期内完成。
7.1.2 离散控制系统的特点
数字控制系统较相应的连续控制系统具有一系列的特点：
1) 控制规律易于通过软件编程改变，控制功能强;

2) 提高了系统的抗干扰能力以及信号传递和转换精度;

3) 允许采用高灵敏度的控制元件以提高系统的控制精度;

4) 提高了设备的利用率，经济性好;

5) 可以引入采样的方式使之稳定。
7.1.3 离散控制系统的研究方法
拉氏变换，传递函数和频率特性等不再适用，研究离散控制系统的数学基础是Z变换，通过Z变换这个数学工具，可以把我们以前学习过的传递函数，频率特性，根轨迹法等概念应用于离散控制系统。
7.2 信号的采样与保持
把连续信号变换为脉冲信号，需要使用采样器；另一方面，为了控制连续式元部件，又需要使用保持器将脉冲信号变换成连续信号。因此，为了定量研究离散系统，必须对信号的采样过程和保持过程用数学的方法加以描述。在采样的各种方式中，最简单而又最普通的是采样间隔相等的周期采样。
7.2.1 采样过程及其数学描述
把连续信号转换成离散信号的过程，叫做采样。实现采样的装置叫做采样器或采样开关。将连续信号加到采样开关的输入端，采样开关以周期T秒闭合一次，闭合持续时间为[image: image2.wmf]t

，于是采样开关输出端得到周期为T、宽度为[image: image3.wmf]t

的脉冲序列[image: image4.wmf])
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。
在采样开关的作用下，将采样器的输出近似为矩形脉冲，任意点的采样值表示为
[image: image5.png]e(nT) x| [1(: AT)=1¢-nT-1)]




则采样信号可表示为 

[image: image6.png]= Zg(mx Le=rD=1e=nT-0)]




如采样持续时间非常小，就可以用理想单位脉冲函数来取代采样点处的矩形脉冲，于是就得到连续时间信号的理想采样表达式为 
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7.2.2 采样定理
香农采样定理：
要保证采样后的离散信号不失真地恢复原连续信号，或者说要保证信号经采样后不会导致任何信息丢失，必须满足两个条件：
 （1）信号必须是频谱宽度受限的，即其频谱所含频率成分的最高频率为[image: image8.wmf]max

w

；
 （2）采样频率必须至少是信号最高频率的两倍即[image: image9.wmf]max
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7.2.3 信号的复现与零阶保持器
1.信号的复现 

通常在工程上采用接近理想滤波器性能的保持器来代替。
2.零阶保持器
[image: image184.wmf]|sin(2)|

|()|

2

h

T

GjT

T

w

w

w

=

零阶保持器的传递函数为：
幅频特性:
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相频特性:
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零阶保持器的近似实现:

7.3  Z变换理论
7.3.1 Z变换的定义

已知连续信号[image: image10.wmf])
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，它的理想采样信号为[image: image11.wmf])
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可得出以Z为变量的函数[image: image13.wmf])
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（即为Z变换的定义式）
式中[image: image15.wmf])
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7.3.2 Z变换的方法
1.级数求和法
级数求和法实际上是按Z变换的定义将离散函数Z变换展成无穷级数的形式，然后进行级数求和运算,也称为直接法。
例: 试求单位阶跃信号[image: image19.wmf])
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的Z变换。
解:  单位阶跃函数在任何采样时刻的值均为1，即
             [image: image20.wmf]1
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由z变换定义求得
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这是公比为[image: image23.wmf]1
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2.部分分式法
连续时间函数[image: image26.wmf])
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与其拉氏变换[image: image27.wmf])
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之间是一一对应的，若通过部分分式法将时间函数的拉氏变换式展开成一些简单的部分分式，使每一项部分分式对应的时间函数为最基本、最典型的形式，这些典型函数的Z变换是已知的，于是即可方便地求出[image: image28.wmf])
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例:  求正弦信号[image: image30.wmf]t
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将上式展开为部分分式
[image: image33.wmf])
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根据指数函数的z变换表达式，可以得到
         [image: image34.wmf])
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[image: image36.wmf]1

cos

2

sin

2

+

-

=

T

z

z

T

z

w

w

           

3. 留数计算法
设连续函数[image: image37.wmf])
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的拉氏变换式[image: image38.wmf])
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为已知，则可用留数计算法求其z变换
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式中，[image: image41.wmf]i
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7.3.3 z变换基本定理
1.线性定理
设连续函数[image: image52.wmf])
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2.实位移定理
如果连续函数[image: image59.wmf])
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时序后移的z变换为（延迟定理）
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而且，[image: image63.wmf])
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时序前移的Z变换为（超前定理）
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式中k为正整数。
3.复位移定理 

  设连续时间信号[image: image65.wmf])
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4.初值定理
  如果[image: image68.wmf])

(

t

e

的z变换为[image: image69.wmf])

(

z

E

，且极限[image: image70.wmf])

(

lim

z

E

z

¥

®

存在，则有
[image: image71.wmf])

(

lim

)

(

lim

)

0

(

*

0

z

E

t

e

e

z

t

¥

®

®

=

=

                              

即离散序列的初值可由z域求得。
5.终值定理
如果[image: image72.wmf])
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即离散序列的终值可由z域求得。
6.卷积定理
两个采样函数g(nT)、r(nT)的离散卷积，记为 
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7.3.4  Z反变换
所谓Z反变换，是已知z变换表达式[image: image77.wmf])
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1.部分分式法（因式分解法，查表法）
步骤：①先将变换式写成F(z)/z，展开成部分分式，
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2.幂级数展开法
要点：将[image: image80.wmf])
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用长除法变化为降幂排列的展形式。设[image: image81.wmf])

(

z

E

的有理分式表达式为
Z反变换式为
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3.留数计算法
对于一阶极点的留数R1为
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[image: image192.wmf]()
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对于m阶重极点的留数为 

例 已知Z域函数为
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试用留数法求取Z反变换[image: image84.wmf])
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7.4 离散系统的数学模型
7.4.1 差分方程
对于一个单输入单输出的线性离散系统，设输入脉冲序列用[image: image89.wmf])

(

kT

r

表示，输出脉冲序列用[image: image90.wmf])

(

kT

c

表示，且为了简便，通常也可省略T而直接写成[image: image91.wmf])

(

k

r

或[image: image92.wmf])
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k

c

等。很显然，在某一采样时刻[image: image93.wmf]kT
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的输出[image: image94.wmf])
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，不仅与[image: image95.wmf]k

时刻的输入[image: image96.wmf])
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r

有关，而且与[image: image97.wmf]k

时刻以前的输入[image: image98.wmf])
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，[image: image99.wmf]L
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；以及[image: image100.wmf]k

时刻以前的输出[image: image101.wmf])

1

(

-

k

c

，[image: image102.wmf]L
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有关。这种关系一般可以用下列n阶后向差分方程来描述
[image: image103.wmf])
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当系数均为常数时，上式为线性定常差分方程。
线性常系数差分方程的求解方法有经典法、迭代法和z变换法。
7.4.2 脉冲传递函数
1.脉冲传递函数的定义
设开环系统结构如下图所示：
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 

在零初始条件下，系统输出采样信号的z变换与输入采样信号的Z变换之比，即

2.开环系统脉冲传递函数
开环系统脉冲传递函数的一般计算步骤应为：
1) 已知系统的传递函数[image: image105.wmf])

(

s

G

，求取系统的脉冲响应函数[image: image106.wmf])

(

t

g

；
2) 对[image: image107.wmf])

(

t

g

作采样，得采样信号表达式[image: image108.wmf])
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3）由z变换定义式求脉冲传递函数[image: image109.wmf])
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实际上，利用z变换可省去从[image: image110.wmf])
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s
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求[image: image111.wmf])
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g

的步骤。如将[image: image112.wmf])
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展开部分分式后，可直接求得[image: image113.wmf])
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z
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。
3.串联环节的脉冲传递函数
在连续系统中，串联环节的传递函数等于各环节传递函数之积。
中间具有采样器的环节，总的脉冲传函等于各脉冲环节传函之积，而串联环节中间没有采样时，其总的传函等于各环节相乘积后再取Z变换。
引入零阶保持器后，只改变[image: image114.wmf])

(

z

G

的分子，不影响离散系统脉冲传递函数的极点。 

在连续系统中，闭环传递函数与相应的开环传递函数之间有着确定的关系，所以可用一种典型的结构图来描述一个闭环系统。而在离散系统中，由于采样开关在系统中所设置的位置不同，既有连续传递关系的结构,又有离散传递关系的结构，所以没有唯一的典型结构图，因此在讨论离散控制系统时与连续系统不同，需要增加符合离散传递关系的分析。 

7.4.3 差分方程和脉冲传递函数的关系
差分方程和脉冲传递函数都是描述离散控制系统的数学模型，它们之间的关系类似于连续系统中微分方程和传递函数之间的关系，即通过z变换可以从差分方程得出脉冲传递函数，也可以从脉冲传递函数得出差分方程
如果描述线性离散系统的差分方程为
[image: image115.wmf]]
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在零初始条件下，对上式进行Z变换，并利用Z变换的实位移定理，可得
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整理得
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这就是脉冲传递函数与差分方程的关系。
7.5 离散控制系统的稳定性与稳态误差
7.5.1 离散控制系统的稳定性
1．连续系统的稳定性分析是基于闭环系统特征根在s平面中的位置，若系统特征根全部在虚轴左边，则系统稳定。若要在z平面上来研究离散系统的稳定性，至关重要的是要弄清s平面与z平面的关系。
2．如果离散控制系统闭环特征方程所有的特征根[image: image118.wmf]i

z

全部位于z平面的单位圆内部，即
                    [image: image119.wmf]1
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   [image: image120.wmf]n
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则系统是稳定的，否则系统是不稳定。
3．判断连续系统是否稳定的代数判据，是根据系统特征根在s平面上的位置和特征方程系数的关系而得到的，实质是判断系统特征方程的根是否都在左半s平面。但是，在离散系统中需要判断系统特征方程的根是否都在z平面上的单位圆内。
连续系统的劳斯-赫尔维茨稳定判据不能直接套用，必须进行变量变换，使新的变量w与变量z之间有这样关系：z平面上的单位圆正好对应w平面上的虚轴；z平面上的单位圆内的区域则对应w平面的左半部分；z平面上的单位圆外的区域则对应w平面的右半部分。经过这样的变量变换，判断离散系统的稳定性就可利用连续系统的代数判据了。
4．双线性变换: 将z平面的单位圆内，映射为w平面的左半平面；相应的将z平面的单位圆外，映射为w平面的右半平面。
5. 离散系统稳定的充分必要条件，由特征方程[image: image121.wmf]0
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所有根位于z平面上的单位圆内，转换为w平面上的特征方程[image: image122.wmf]0
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所有根位于w左半平面。
例  已知系统z域的闭环特征方程为
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试判断该系统的稳定性。
解  由于系统阶次为三阶，直接求解特征方程的根比较困难，故采用代数判据。
将[image: image124.wmf]1
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代入闭环特征方程，得到
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整理化简的w域特征方程
[image: image126.wmf]0
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列出劳斯表
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        [image: image128.wmf]
由于劳斯表第一列元素全为正，所以该系统是稳定的。
7.5.2 离散控制系统的稳态误差
单位反馈的离散系统其误差信号的z变换为
[image: image129.wmf])
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离散系统的稳态误差可由z变换的终值定理导出，因此
[image: image130.wmf])
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1.单位阶跃输入时的稳态误差
对于单位阶跃输入的z变换为
[image: image131.wmf]1
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将[image: image132.wmf])
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上式代表离散系统在采样瞬时的稳态位置误差，式中
[image: image134.wmf])]
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称为系统的静态位置误差系数。
2.单位斜坡输入时的稳态误差
由于单位斜坡输入时[image: image135.wmf]t
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，所以
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现定义静态速度误差系数
[image: image138.wmf])
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[image: image139.wmf]v
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0型离散系统不能承受斜坡输入作用，I型离散系统在单位斜坡输入下存在速度误差， II型或II型以上的离散系统在斜坡输入作用下不存在稳态误差。
3.单位加速度输入时的稳态误差
稳态误差为
[image: image140.wmf]a
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[image: image141.wmf])
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[image: image142.wmf]a
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称为系统的静态加速度误差系数，当[image: image143.wmf])
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采样系统的稳态误差和连续系统一样，都和输入信号的类型有关，也和系统本身的特性有关。在分析时，利用Z变换的终值定理求出。

7.6  离散系统的动态性能分析
1. 在已知离散系统结构和参数情况下，应用z变换法分析离散控制系统动态性能时，通常假定外作用输入是单位阶跃函数[image: image147.wmf])
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。在这种情况下，系统输出量的z变换为
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式中[image: image149.wmf])
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是闭环系统脉冲传递函数。
要确定一个已知系统的动态性能，只要按上式求出[image: image150.wmf])
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z

C

，再利用长除法求Z反变换，即可求出输出信号的脉冲序列[image: image151.wmf])
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，它代表了线性离散系统在单位阶跃输入作用下的响应过程。由于离散系统时域指标的定义与连续系统相同，故根据单位阶跃响应曲线[image: image152.wmf])

(
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可以方便地分析离散系统的动态和稳态性能。.

2. 闭环脉冲传递函数的极点在z平面的位置决定相应瞬态分量的性质与特征。当闭环极点位于单位圆内时，对应的瞬态分量是收敛的，故系统是稳定的。当闭环极点位于单位圆外时，对应的瞬态分量均不收敛，产生持续等幅脉冲或发散脉冲，故系统不稳定。极点距离z平面坐标原点越近，则衰减速度越快。
7.7 离散控制系统的数字校正
线性离散系统的设计方法，主要有模拟化设计和离散化设计两种。
7.7.1 数字控制器的脉冲传递函数
设计控制器的步骤如下：
1） 由连续部分传递函数[image: image153.wmf])

(

s

G

求出脉冲传递函数[image: image154.wmf])

(

z

G

；
2） 根据系统的性能指标要求和其它约束条件，确定所需的闭环脉冲传递函数[image: image155.wmf])

(

z

F

；
3） 确定数字控制器的脉冲传递函数[image: image156.wmf])

(

z

D

。
7.7.2 最少拍系统设计
1．最少拍系统的闭环脉冲传递函数
最少拍系统的设计，是针对典型输入作用进行的。 

最少拍系统的设计原则是：若系统广义对象无延迟，且在z平面单位圆上及单位圆外无零极点，要求选择闭环脉冲传递函数，使系统在典型输入作用下，经最少采样周期后能使输出序列在各采样时刻的稳态误差为零，达到完全跟踪的目的，从而确定所需的数字控制器的脉冲传递函数。 

2．典型输入信号作用下系统的及输出响应
	典型输入
	闭环脉冲传递函数
	控制器脉冲传递函数
	调节时间
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	[image: image180.wmf]T
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3.最少拍系统设计存在一定的局限性
a) 最少拍系统对于不同输入信号的适应性较差
b) 最少拍系统对参数的变化也比较敏感，当系统参数受到各种因素的影响发生变化时，会导致瞬态响应时间的延长
7.7 离散控制系统设计——应用 MATLAB分析离散控制系统
应用计算机工具可以极大强化离散控制系统的分析和设计，采用MATLAB是一种行之有效的方法。无论是z变换的计算、将连续系统离散化、对离散控制系统进行分析和设计等，都可以应用MATLAB软件具体实现。
用MATLAB可以进行多项式的乘法和除法的运算，乘法用conv()函数,除法用deconv()函数。
在MATLAB软件中对连续系统的离散化是应用c2dm()函数实现的，该函数的一般格式为
                         [image: image181.emf]c2dm ( num, den, T, 

‘

zoh

’

)

零阶保持

采样周期

传递函数分母多项式系数

传递函数分子多项式系数


在MATLAB软件中，离散系统的响应可运用dstep()，dimpulse()，dlism()函数来实现。其分别用于求离散系统的阶跃、脉冲及任意输入时的响应。dstep()的一般格式如下
                       [image: image182.emf]dstem ( num, den, n )
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